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Endeiktikèc lÔseic

1 Me pìsouc trìpouc mporoÔn na dianemhjoÔn 2n+1 jèseic enìc sune-
driakoÔ kèntrou se treic om�dec, ¸ste o sunaspismìc opoiwnd pote
dÔo om�dwn na touc exasfalÐsei pleioyhfÐa; Tìso oi jèseic ìso kai
oi sÔnedroi thc k�je om�dac de diakrÐnontai metaxÔ touc.

– DÐnetai ìti: �tìso oi jèseic ìso kai oi sÔnedroi thc k�je om�dac de diakrÐ-
nontai metaxÔ touc �. Epomènwc, dianomèc twn jèsewn pou prokÔptoun h
mÐa apì thn �llh me antallag  jèsewn sunèdrwn metaxÔ touc,   pros¸-
pwn sunèdrwn, qwrÐc allag  tou arijmoÔ twn sunèdrwn thc k�je om�dac,
de metr�ne wc diaforetikèc. 'Etsi, to prìblhma metatrèpetai se prìblhma
topojèthshc mh diakekrimènwn (dhl., Ðdiwn) antikeimènwn se diakekrimènec
upodoqèc (tic diaforetikèc omadec).

– Idèa: An mÐa om�da èqei n + 1 jèseic, tìte oi dÔo �llec de mporoÔn potè
na èqoun pleioyhfÐa. 'Ara gia na apant soume sthn er¸thsh prèpei

1. na broÔme me pìsouc trìpouc mporoÔn na dianemhjoÔn 2n + 1 jèseic
se treic om�dec qwrÐc periorismì, kai

∗ Trìpoi topojèthshc 2n + 1 Ðdiwn antikeimènwn se 3 upodoqèc:(
2n+1+3−1

2n+1

)
=

(
2n+3
2n+1

)
2. na afairèsoume apì autoÔc ekeÐnouc touc trìpouc pou dÐnoun toul�-

qiston n+ 1 jèseic se mÐa mìno om�da

∗ DÐnoume n + 1 jèseic se mÐa apì tic om�dec opìte mènoun gia
dianom  2n+ 1− n− 1 = n jèseic

∗ Trìpoi topojèthshc n Ðdiwn antikeimènwn se 3 upodoqèc:
(
n+3−1

n

)
=(

n+2
n

)
∗ Sunolik�, afoÔ up�rqoun treic om�dec: 3 ·

(
n+2
n

)
Opìte oi zhtoÔmenoi trìpoi eÐnai:

(
2n+3

2

)
− 3 ·

(
n+2
2

)
= n

2
· (n+ 1)

Jèma 2. (3.5 mon�dec)

2 UpologÐste, (a) me apl  sunduastik  kai (b) me qr sh gennhtri¸n
sunart sewn, me pìsouc trìpouc mporoÔme na diat�xoume r diafore-
tik� antikeÐmena pou epilègontai apì aperiìristo arijmì antikeimènwn
n diaforetik¸n eid¸n.
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(a) me apl  sunduastik 

– 'Eqoume r jèseic: Gia thn aristerìterh apì autèc up�rqoun n diaforetikèc
epilogèc: ìsec kai ta diaforetik� eÐdh twn diajèsimwn antikeimènwn.

– Gia th diplan  thc jèsh up�rqei p�li o Ðdioc arijmìc epilog¸n, afoÔ
diatÐjetai aperiìristoc arijmìc antikeimènwn apì k�je diaforetikì eÐdoc.
k.o.k.

– 'Ara sunolik� up�rqoun n · n · n... · n︸ ︷︷ ︸
r

= nr trìpoi na pragmatopoihjeÐ to

zhtoÔmeno.

(b) me qr sh gennhtri¸n sunart sewn

– Jèloume diat�xeic. Opìte h GS gia k�je eÐdoc antikeimènwn eÐnai:
1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ ...

– Epomènwc, h GS gia ìla ta n eÐdh antikeimènwn eÐnai:
(
1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
+ ...

)n

=

(ex)n = exn

– IsqÔei ìti: eαx =
∞∑
r=0

αrx
r

r!
, opìte:

– exn =
∞∑
r=0

nrx
r

r!

– To zhtoÔmeno pl joc diat�xewn dÐnetai apì to suntelest  tou xr

r!
sto

parap�nw an�ptugma pou eÐnai nr.

Jèma 3. (4 mon�dec)

3.1 'Eqoume �skakièrec� diast�sewn 2 × 4 pou èqoun �spra kai maÔra
tetr�gwna. Pìsec diaforetikèc apì autèc up�rqoun me 5 maÔra kai
3 �spra tetr�gwna;

– 'Estw G to sÔnolo metajèsewn pou antistoiqoÔn se ìlec tic peristrofèc
thc skakièrac. Up�rqoun 4 metajèseic sto G pou omadopoioÔntai stic
parak�tw 4 kathgorÐec:
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1. Tautotik  met�jesh. Kuklik  anapar�stash: x8
1

2. H met�jesh pou antistoiqeÐ se peristrof  180o thc skakièrac gÔ-
rw apì �xona ( (1) sto sq ma) pou eÐnai k�jetoc sth skakièra kai
dièrqetai apì to kèntro thc. Kuklik  anapar�stash: x4

2

3. H met�jesh pou antistoiqeÐ se peristrof  180o gÔrw apì ton orizìn-
tio �xona ( (3) sto sq ma) pou kìbei sth mèsh tic dÔo grammèc thc
skakièrac. Kuklik  anapar�stash: x4

2

4. H met�jesh pou antistoiqeÐ se peristrof  180o gÔrw apì ton ori-
zìntio �xona ( (2) sto sq ma) pou kìbei sth mèsh tic 4 st lec thc
skakièrac. Kuklik  anapar�stash: x4

2

– Epomènwc, o deÐkthc kÔklwn tou sunìlou metajèsewn G eÐnai: PG =
1

4
(x8

1 + 3x4
2)

– AfoÔ èqoume dÔo qr¸mata, o kat�logoc protÔpwn eÐnai: PG =
1

4
((x +

y)8 + 3(x2 + y2)4) =
1

4
[

8∑
k=0

(
8

k

)
xky8−k + 3

4∑
k=0

(
4

k

)
x2ky8−2k]

– AnazhtoÔme to suntelest  tou ìrou x5y3 sthn parap�nw par�stash. K�-

nontac pr�xeic, autìc prokÔptei ìti eÐnai:
1

4
[

(
8

5

)
+ 3 · 0] = 14.

3.2 Qrhsimopoi¸ntac thn arq  EgkleismoÔ-ApokleismoÔ, upologÐste pì-
soi akèraioi metaxÔ 1 kai 70 eÐnai sqetik� pr¸toi me to 70; (Sqetik�
pr¸toi eÐnai dÔo arijmoÐ me mìno koinì diairèth th mon�da.)

EÐnai 70 = 2 · 5 · 7

– 'Estw S = {1, 2, ..., 70}. |S| = N = 70

– c1: o arijmìc diaireÐtai me 2 me N(c1) = 35

– c2: o arijmìc diaireÐtai me 5 me N(c2) = 14

– c3: o arijmìc diaireÐtai me 7 me N(c3) = 10

– Autì pou zht�me eÐnai to N(c1 c2 c3).

– Epiplèon eÐnai: N(c1c2) = 7, N(c1c3) = 5, N(c2c3) = 2, N(c1c2c3) = 1

– N(c1 c2 c2) = N−N(c1)−N(c2)−N(c3)+N(c1c2)+N(c1c3)+N(c2c3)−
N(c1c2c3) = 70− 35− 14− 10 + 7 + 5 + 2− 1 = 24
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