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Endeiktikèc lÔseic

Jèma 1. (3.5 mon�dec)
Me pìsouc trìpouc mporoÔn na topojethjoÔn r diaforetikèc shmaÐec se n diafore-
tikoÔc istoÔc me dedomèna ìti (a) èqei shmasÐa h seir� me thn opoÐa emfanÐzontai oi
shmaÐec stouc istoÔc kai (b) kanènac istìc den prèpei na meÐnei �deioc (r ≥ n);

• Gia na isqÔei to (b): P (r, n) = r(r − 1)...(r − n+ 1) =
r!

(r − n)!
trìpoi

• Gia na isqÔei kai to (a):
(r − n+ n− 1)!

(n− 1)!
=

(r − 1)!

(n− 1)!
trìpoi

Epomènwc, sunolik�:
r!

(r − n)!
· (r − 1)!

(n− 1)!
trìpoi.

Jèma 2. (3.5 mon�dec)

2.1 'Eqoume �sprec, pr�sinec kai kìkkinec mp�lec. Me pìsouc trìpouc mporoÔme
na dialèxoume r apì autèc;

– Apì tic �sprec mp�lec mporoÔme na dialèxoume me 1 trìpo k�je for�
0,1,2,3,... apì autèc ⇒ Genn tria sun�rthsh gia tic �sprec mp�lec eÐnai:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z

– Apì tic pr�sinec mp�lec mporoÔme na dialèxoume me 1 trìpo k�je for�
0,1,2,3,... apì autèc ⇒ Genn tria sun�rthsh gia tic pr�sinec mp�lec:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z

– Apì tic kìkkinec mp�lec mporoÔme na dialèxoume me 1 trìpo k�je for�
0,1,2,3,... apì autèc ⇒ Genn tria sun�rthsh gia tic kìkkinec mp�lec:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z

– 'Ara, h telik  genn tria sun�rthsh gia to ��dialègw k�poiec apì �sprec,

pr�sinec kai kìkkinec mp�lec �� eÐnai h: (
1

1− z
)3
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– To pl joc twn trìpwn me touc opoÐouc mpor¸ na dialèxw r apì autèc

dÐnetai apì to suntelest  tou zr sto (
1

1− z
)3

– (
1

1− z
)3 = (1− z)−3 =

∞∑
k=0

(
2 + k

k

)
zk

– Opìte o suntelest c tou zr sto (
1

1− z
)3 eÐnai:

(
2 + r

r

)
, pou eÐnai to

pl joc twn zhtoÔmenwn trìpwn.

Enallaktik�
Me apl  sunduastik : jèlw na dialèxw r apì 3 antikeÐmena me epanal yeic:
autì mporeÐ na gÐnei me (

3 + r − 1

r

)
=

(
2 + r

r

)
trìpouc.

2.2 Na apodeiqjeÐ ìti o arijmìc
(3n)!

2n3n
eÐnai akèraioc.

– 'Eqoume 3n stoiqeÐa qwrismèna se n om�dec.

– K�je mÐa apì tic n om�dec perièqei 3 Ðdia stoiqeÐa.

– O arijmìc twn metajèsewn twn 3n stoiqeÐwn eÐnai:

(3n)!

3!3!...3!
=

(3n)!

(3!)n
=

(3n)!

(2 · 3)n
=

(3n)!

2n · 3n

pou eÐnai akèraioc giatÐ anaparist� arijmì metajèsewn.

Jèma 3. (4 mon�dec)

3.1 Me pìsouc trìpouc mporoÔn na topojethjoÔn n �toma ¸ste na kaj soun se
kÔklo;

– Up�rqoun n! metajèseic gia ta n �toma an de l�boume upìyh tic summe-
trÐec.

– Up�rqoun G = {π1, ...πn} metajèseic: π1, h tautotik  kai k�je mÐa apì
tic epìmenec prokÔptei apì thn prohgoÔmenh me metatìpis  thc kat� mÐa
jèsh kat� th for� tou rologioÔ.

– Sthn π1 mènoun Ðdiec ìlec oi jèseic, dhl., n! stoiqeÐa. Se k�je mia apì tic
upìloipec metajèseic kamÐa jèsh de mènei h Ðdia, �ra analloÐwta mènoun 0
stoiqeÐa.

– 'Ara, o sunolikìc arjmìc twn kl�sewn isodunamÐac eÐnai 1
n
(n!+0+...+0) =

(n− 1)!.
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Enallaktik�
Me apl  sunduastik : Dialègw aujaÐreta èna �tomo kai to topojet¸ sth
bìreia jèsh. Autì den eis�gei k�ti sto mètrhma. Ta upìloipa n − 1 �toma
mporoÔn na topojethjoÔn aristerìstrofa (  dexiìstrofa, den èqei shmasÐa)
kat� ìlec tic dunatèc antimetajèseic twn n− 1, dhlad  me (n− 1)! trìpouc.

3.2 Pìsec topojet seic twn yhfÐwn 0,1,2,...,9 up�rqoun stic opoÐec to pr¸to yhfÐo
na eÐnai megalÔtero apì to 1 kai to teleutaÐo yhfÐo na eÐnai mikrìtero apì to
8;

– 'Estw S to sÔnolo ìlwn twn pijan¸n metajèsewn twn stoiqeÐwn 0,1,2,...,9.
|S| = N = 10!

– c1: to pr¸to yhfÐo miac met�jeshc eÐnai mikrìtero   Ðso me 1, N(c1) = 2·9!
– c2: to teleutaÐo yhfÐo miac met�jeshc eÐnai megalÔtero   Ðso me 8, N(c2) =

2 · 9!
– Autì pou zht�me eÐnai to N(c1 c2).

– N(c1 c2) = N −N(c1)−N(c2) +N(c1c2) = 10!− 2 · 9!− 2 · 9! + 4 · 8! =
2.338.560
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