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1. Υπάρχουν κατά τα γνωστά
(
4+5−1

4

)
= 70 τρόποι για να τοποθετηθούν τέσσερα όμοια αν-

τικείμενα σε πέντε διακεκριμένα κουτιά και 56 = 15625 τρόποι για να τοποθετηθούν έξι
διαφορετικά μήλα σε πέντε διαφορετικά κουτιά. Επειδή οι τοποθετήσεις αυτές είναι ανεξάρ-

τητες, σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, υπάρχουν συνολικά 70 · 15625 = 1093750
τρόποι για να μοιραστούν τα τέσσερα όμοια και τα έξι διαφορετικά φρούτα στα πέντε δια-

κεκριμένα κουτιά.

Για να απαντήσουμε στο δεύτερο ερώτημα σκεφτόμαστε ως εξής: Ξεκινούμε τη διαδικασία

της μοιρασιάς από τα τέσσερα όμοια πορτοκάλια και διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

΄Εστω ότι τοποθετούνται από δύο πορτοκάλια σε δύο από τα πέντε κουτιά και κανένα πορ-

τοκάλι στα υπόλοιπα κουτιά. Τα δύο κουτιά μπορεί να επιλεγούν κατά
(
5
2

)
= 10 τρόπους και

τα έξι διαφορετικά μήλα μπορούν να μοιραστούν στα υπόλοιπα τρία κουτιά κατά
6!

2!2!2!
= 90

τρόπους. ΄Ετσι, σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, σ΄ αυτήν την κατηγορία υπάρχουν

10 · 90 = 900 τρόποι τοποθέτησης.

΄Εστω ότι τοποθετούνται δύο όμοια πορτοκάλια σ΄ ένα από τα κουτιά, από ένα πορτοκάλι

σε δύο από τα υπόλοιπα τέσσερα κουτιά και τα άλλα δύο κουτιά μένουν χωρίς πορτοκάλι.

Το κουτί με τα δύο πορτοκάλια μπορεί να επιλεγεί κατά 5 τρόπους, τα δύο κουτιά που θα

πάρουν από ένα πορτοκάλι μπορεί να επιλεγούν κατά
(
4
2

)
= 6 τρόπους και τέλος τα έξι

διαφορετικά μήλα μπορούν να μοιραστούν στις θέσεις, που περισσεύουν κατά
6!
2!2!

= 180
τρόπους. Συνεπώς, σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, η κατηγορία αυτή περιλαμβάνει

5 · 6 · 180 = 5400 τρόπους τοποθέτησης.

΄Εστω, τέλος, ότι τοποθετείται από ένα πορτοκάλι σε καθένα από τέσσερα διακεκριμένα

κουτιά. Αυτό μπορεί να γίνει με
(
5
4

)
= 5 τρόπους και τα έξι διαφορετικά μήλα θα μοιραστούν

στις θέσεις που περισσεύουν κατά
6!
2!
= 360 τρόπους. ΄Ετσι η κατηγορία αυτή περιλαμβάνει

5 · 360 = 1800 τρόπους τοποθέτησης.

Από τα παραπάνω και αφού έχουμε εξαντλήσει κάθε δυνατό τρόπο τοποθέτησης δύο φρού-

των σε κάθε διακεκριμένο κουτί γίνεται φανερό ότι έχουμε συνολικά 900 + 5400 + 1800 =
8100 τρόπους τοποθέτησης. Το κλάσμα των τρόπων αυτών ως προς το συνολικό αριθμό
των τρόπων που υπολογίστηκε παραπάνω είναι:

8100
1093750

= 0.0074.
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2. Ουσιαστικά ψάχνουμε το πλήθος των τρόπων με τους οποίους μπορούμε να διατάξουμε 25

αντικείμενα επιλεγμένα από 3 αντικείμενα όταν επιτρέπονται επαναλήψεις των 3 αντικειμένων.

Για τον 1ο εκτυπωτή - αφού πρέπει οπωσδήποτε να λάβει ένα τουλάχιστον αρχείο - η γεν-

νήτρια συνάρτηση είναι:

z +
z2

2!
+
z3

3!
+ ...+

z25

25!
= ez − 1.

΄Ομοια για το 2ο και 3ο εκτυπωτή.

Η τελική γεννήτρια συνάρτηση για όλους τους εκτυπωτές είναι:

(ez − 1)3

και το πλήθος των ζητούμενων τρόπων δίνεται από το συντελεστή του

z25

25!
στο (ez − 1)3.

Κάνοντας πράξεις έχουμε:

(ez − 1)3 = e3z − 3e2z + 3ez − 1 =
∞∑
r=0

3r
zr

r!
− 3

∞∑
r=0

2r
zr

r!
+ 3

∞∑
r=0

zr

r!
− 1 =

∞∑
r=0

(3r − 3 · 2r + 3)
zr

r!
− 1

Επομένως, ο συντελεστής του
z25

25!
είναι: 325 − 3 · 225 + 3.
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3. Ας είναι:

an - ο αριθμός τέτοιων λέξεων που τελειώνουν σε 0.
bn - ο αριθμός τέτοιων λέξεων που τελειώνουν σε 1.
cn - ο αριθμός τέτοιων λέξεων που τελειώνουν σε 2.

xn = an + bn + cn

Αλλάζοντας τα 0 και 2 παίρνουμε μία αντιστοιχία 1-σε-1 μεταξύ του συνόλου των λέξεων
(της ζητούμενης μορφής) που τελειώνουν σε 0 και του συνόλου των λέξεων (της ζητούμενης
μορφής) που τελειώνουν σε 2. Επομένως έχουμε:

an = cn

και

xn = 2an + bn

με

a1 = b1 = 1

και

an+1 = an + bn
bn+1 = an + bn + cn = 2an + bn = xn

Επομένως:

bn+2 = 2an+1 + bn+1 = 2(an + bn) + bn+1 = (2an + bn) + bn + bn+1 =
= bn+1 + bn + bn+1 = 2bn+1 + bn

΄Αρα έχουμε τη σχέση αναδρομής:

bn+2 − 2bn+1 − bn = 0

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:

λ2 − 2λ− 1 = 0 και λ1,2 = 1±
√
2

Επομένως:

bn = A(1 +
√
2)n +B(1−

√
2)n

A = B = 1/2

bn = 1
2

(
(1 +

√
2)n + 1−

√
2)n
)

Επομένως ο αριθμός των λέξεων της κατάλληλης μορφής είναι:

xn = bn+1 =
1
2

(
(1 +

√
2)n+1 + (1−

√
2)n+1

)
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4. ΄Εστω:

D = {a, b, c, d, e, f}, οι πλευρές
R = {c1, c2, c3}, τα χρώματα με w(ci) = i, 1 ≤ i ≤ 3
Αριθμούμε τις όψεις του κύβου ως εξής: 1 την πάνω, 2 την κάτω, 3,4,5,6 τις πλαϊνές κατά

τη φορά του ρολογιού. Οι συμμετρίες στον κύβο είναι οι εξής:

· Να αφήσω τον κύβο όπως είναι. (1)(2)(3)(4)(5)(6). Με κυκλική αναπαράσταση: x61
· Να κάνω περιστροφές 180o γύρω από τον άξονα που ενώνει μέσα απέναντι όψεων.
(1)(2)(35)(46). Υπάρχουν 3 περιπτώσεις ανάλογα με το αν κοιτάω τον κατακόρυφο,
τον οριζόντιο ή τον άξονα βάθους. Με κυκλική αναπαράσταση: 3x21x

2
2

· Να κάνω περιστροφές 90o και −90o γύρω από τον άξονα που ενώνει μέσα απέναντι όψε-
ων. (1)(2)(3456). Υπάρχουν 3 περιπτώσεις ανάλογα με το αν κοιτάω τον κατακόρυφο,
τον οριζόντιο ή τον άξονα βάθους. Συνολικά 6. Με κυκλική αναπαράσταση: 6x21x

1
4

· Να κάνω περιστροφές 180o γύρω από άξονες που ενώνουν μέσα απέναντι ακμών.
(15)(23)(46). Υπάρχουν 6 περιπτώσεις. Με κυκλική αναπαράσταση: 6x32

· Να κάνω περιστροφές 120o και −120o γύρω από άξονες που ενώνουν απέναντι κορυφές.
(154)(236). Υπάρχουν 8 περιπτώσεις. Με κυκλική αναπαράσταση: 8x23

΄Αρα συνολικά |G| = 24 και PG =
x61 + 3x21x

2
2 + 6x21x

1
4 + 6x32 + 8x23

24
΄Εχουμε 3 χρώματα: c1 + c2 + c3, οπότε:

PG =
1

24
[(c1 + c2 + c3)

6 + 3(c1 + c2 + c3)
2(c21 + c22 + c23)

2 + 6(c1 + c2 + c3)
2(c41 + c42 + c43)

1 +

6(c21 + c22 + c23)
3 + 8(c31 + c32 + c33)

2]
Θέτοντας w(c1) = w(c2) = w(c3) = 1 έχουμε:

PG =
36 + 3 · 3232 + 6 · 323 + 6 · 33 + 8 · 32

24
=

729 + 243 + 162 + 162 + 72

24
=

1368

24
= 57
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