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1. Υπάρχουν κατά τα γνωστά
(
4+5−1

4

)
= 70 τρόποι για να τοποθετηθούν τέσσερα όμοια αν-

τικείμενα σε πέντε διακεκριμένα κουτιά και 56 = 15625 τρόποι για να τοποθετηθούν έξι
διαφορετικά μήλα σε πέντε διαφορετικά κουτιά. Επειδή οι τοποθετήσεις αυτές είναι ανεξάρ-

τητες, σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, υπάρχουν συνολικά 70 · 15625 = 1093750
τρόποι για να μοιραστούν τα τέσσερα όμοια και τα έξι διαφορετικά φρούτα στα πέντε διακε-

κριμένα κουτιά.

Για να απαντήσουμε στο δεύτερο ερώτημα σκεφτόμαστε ως εξής: Ξεκινούμε τη διαδικασία

της μοιρασιάς από τα τέσσερα όμοια πορτοκάλια και διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

΄Εστω ότι τοποθετούνται από δύο πορτοκάλια σε δύο από τα πέντε κουτιά και κανένα πορ-

τοκάλι στα υπόλοιπα κουτιά. Τα δύο κουτιά μπορεί να επιλεγούν κατά
(
5
2

)
= 10 τρόπους και

τα έξι διαφορετικά μήλα μπορούν να μοιραστούν στα υπόλοιπα τρία κουτιά κατά
6!

2!2!2!
= 90

τρόπους. ΄Ετσι, σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, σ΄ αυτήν την κατηγορία υπάρχουν

10 · 90 = 900 τρόποι τοποθέτησης.

΄Εστω ότι τοποθετούνται δύο όμοια πορτοκάλια σ΄ ένα από τα κουτιά, από ένα πορτοκάλι

σε δύο από τα υπόλοιπα τέσσερα κουτιά και τα άλλα δύο κουτιά μένουν χωρίς πορτοκάλι.

Το κουτί με τα δύο πορτοκάλια μπορεί να επιλεγεί κατά 5 τρόπους, τα δύο κουτιά που θα

πάρουν από ένα πορτοκάλι μπορεί να επιλεγούν κατά
(
4
2

)
= 6 τρόπους και τέλος τα έξι

διαφορετικά μήλα μπορούν να μοιραστούν στις θέσεις, που περισσεύουν κατά
6!
2!2!

= 180
τρόπους. Συνεπώς, σύμφωνα με τον κανόνα του γινομένου, η κατηγορία αυτή περιλαμβάνει

5 · 6 · 180 = 5400 τρόπους τοποθέτησης.

΄Εστω, τέλος, ότι τοποθετείται από ένα πορτοκάλι σε καθένα από τέσσερα διακεκριμένα

κουτιά. Αυτό μπορεί να γίνει με
(
5
4

)
= 5 τρόπους και τα έξι διαφορετικά μήλα θα μοιραστούν

στις θέσεις που περισσεύουν κατά
6!
2!
= 360 τρόπους. ΄Ετσι η κατηγορία αυτή περιλαμβάνει

5 · 360 = 1800 τρόπους τοποθέτησης.

Από τα παραπάνω και αφού έχουμε εξαντλήσει κάθε δυνατό τρόπο τοποθέτησης δύο φρο-

ύτων σε κάθε διακεκριμένο κουτί γίνεται φανερό ότι έχουμε συνολικά 900+ 5400+ 1800 =
8100 τρόπους τοποθέτησης. Το κλάσμα των τρόπων αυτών ως προς το συνολικό αριθμό
των τρόπων που υπολογίστηκε παραπάνω είναι:

8100
1093750

= 0.0074.
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2. ΄Εστω ar ο ζητούμενος αριθμός. Ως γνωστόν το συνολικό πλήθος των τρόπων επιλογής r
γραμμάτων από το αλφάβητο {0, 1, 2}, με επαναλήψεις, είναι,(

r+2
2

)
=

(r + 1)(r + 2)

2
.

Εάν πάρουμε μία τυχαία επιλογή r γραμμάτων, τότε αυτή μπορεί να προκύψει κατά μοναδικό
τρόπο είτε από μία έγκυρη επιλογή r − 1 γραμμάτων με την προσθήκη ενός μηδενικού, εάν
η τυχαία επιλογή είναι άκυρη, είτε από μία έγκυρη επιλογή r γραμμάτων χωρίς αλλαγή, εάν
η τυχαία επιλογή είναι έγκυρη. ΄Ετσι έχουμε τη σχέση αναδρομής

ar−1 + ar =
(r + 1)(r + 2)

2
ή an + an−1 =

(n+ 1)(n+ 2)

2

Αυτή είναι μη ομογενής γραμμική αναδρομική εξίσωση με αντίστοιχη ομογενή,

an + an−1 = 0

που έχει χαρακτηριστική εξίσωση x + 1 = 0 και απλή ρίζα x = −1. ΄Αρα η ομογενής
λύσις της γραμμικής είναι a

(h)
n = A(−1)n. Για να βρούμε την ειδική λύση δοκιμάζουμε την

a
(p)
n = Bn2 + Cn+D. Είναι,

Bn2 + Cn+D +Bn2 − 2Bn+B + Cn− C +D =
n2

2
+

3n

2
+

2

2
=⇒ 2B = 1

2
−2B + 2C = 3

2
B − C + 2D = 1

 =⇒

 B = 1
4

C = 1
D = 7

8


΄Αρα a

(p)
n = 1

4
n2 + n+ 7

8
, επομένως,

an = A(−1)n + 1

4
n2 + n+

7

8

n=1︷︸︸︷
=⇒

1

4
+ 1 +

7

8
− A = 2 =⇒ A =

1

8
.

Συνεπώς,

an =
2n2 + 8n+ 7 + (−1)n

8
, ∀n ∈ N∗
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3. ΄Εστω G η ομάδα μεταθέσεων, που αντιστοιχεί σε όλες τις δυνατές περιστροφές της σκακι-
έρας. ΄Εχουμε |G| = 4, γιατί στην G ανήκουν,

· η ταυτοτική μετάθεση με κυκλική αναπαράσταση x8
1

· η μετάθεση, που αντιστοιχεί σε περιστροφή της σκακιέρας γύρω από άξονα, που ε-
ίναι κάθετος στη σκακιέρα και διέρχεται από το κέντρο της, κατά 180o, με κυκλική
αναπαράσταση x4

2

· η μετάθεση, που αντιστοιχεί σε περιστροφή κατά 180o γύρω από τον οριζόντιο άξονα,
που κόβει τις δύο γραμμές της σκακιέρας, με αναπαράσταση x4

2 και

· η μετάθεση, που αντιστοιχεί σε περιστροφή γύρω από τον κάθετο άξονα, που κόβει στη
μέση τις 4 στήλες της σκακιέρας, κατά 180o, με αναπαράσταση x4

2

΄Ετσι ο δείκτης κύκλων της G είναι,

1

4
(x8

1 + 3x4
2)

και για τον αριθμό εύρεσης κλάσεων ισοδυναμίας έχουμε,

1

4
[(x+ y)8 + 3(x2 + y2)4] =

1

4
[

8∑
k=0

(
8
k

)
xky8−k + 3

4∑
k=0

(
4
k

)
x2ky8−2k]

θέλουμε το συντελεστή του x3y5, οπότε έχουμε,

1

4
[
(
8
3

)
+ 3 · 0]x3y5 = 14x3y5
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4. ΄Εστω S το σύνολο των λέξεων n ψηφίων από το αλφάβητο {0, 1, 2} με N = |S| = 3n.
΄Εστω επίσης ci με 0 ≤ i ≤ 2 το γεγονός μία λέξη n ψηφίων του S να μήν περιέχει το ψηφίο
i. Τότε ζητάμε το N(c0 c1 c2) και έχουμε,

N(c0 c1 c2) =

= N −N(c0)−N(c1)−N(c2) +N(c0c1) +N(c0c2) +N(c1c2)−N(c0c1c2) =

= 3n − 2n − 2n − 2n + 1 + 1 + 1− 0 =

= 3n − 3 · 2n + 3 = 3(3n−1 − 2n + 1)
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